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Problema 118 ; Podemos recubrir un tablero de tamafio 10 x 10
por 25 rectangulos de tamafo 4 x 17
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Problema 118 ; Podemos recubrir un tablero de tamaio 10 x 10
por 25 rectangulos de tamano 4 x 17
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Hay 25 cuadros pintados de negro. Cada rectangulo de tamano
4 x 1 recubre 0 o 2 cuadros negros, luego no se pueden recubrir los
25 cuadros negros.
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Problema 119 ; Podemos recubrir un tablero de tamafio 8 x 8 por

16 piezas, de las cuales una sea un cuadrado de tamafio 2 X 2 y las
otras 15 tengan forma de L de drea cuatro?

=
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Problema 119 ; Podemos recubrir un tablero de tamafio 8 x 8 por
16 piezas, de las cuales una sea un cuadrado de tamafio 2 x 2 y las
otras 15 tengan forma de L de drea cuatro?
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Hay 32 cuadrados pintados de negro. El cuadrado de tamafio 2 x 2
recubrird 2 cuadros negros.

Cada pieza L recubre 1 o 3 cuadros negros. Como hay 15 piezas L,
el nimero de cuadros negros que recubren es impar y por tanto
distinto de 30.
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Problema 120 Recubrimos un tablero de tamafio 8 x 8 por 21
piezas rectangulares de tamafio 3 x 1, dejando un cuadrado vacio.
; Puede estar ese cuadrado vacio en una esquina del tablero?
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Problema 120 Recubrimos un tablero de tamafio 8 x 8 por 21
piezas rectangulares de tamafio 3 X 1, dejando un cuadrado vacio.
¢/ Puede estar ese cuadrado vacio en una esquina del tablero?

Solucién 1.

11213111213 ]1]2
2|13(1]213|1|2]3
31112311231
1123|1112 13]1]2
2|13(1]2|13|1|2]3
31112311231
11213111213 ]1]2
2|13(1(213|1|2]3
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Si se quiere que la casilla superior izquierda quede vacia, al
numerar las casillas en la forma de la figura vemos que hay 22
casillas numeradas con 2, 21 con 1y 21 con 3. En cada pieza
aparecen los tres nimeros, luego la casilla vacia no puede ser la de
la parte superior izquierda.

Solucién 2. (Glenier Bello)
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En la figura hay 28 casillas pintadas en negro.
Cada pieza de 3 x 1 recubre 1 o 3 celdas negras.
21 nimeros impares suman impar.
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Problema 121 Probar que no existen enteros positivos x € y tales
perfectos.

que los nimeros x> + y + 2 y y? + 4x sean ambos cuadrados

=
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Problema 121 Probar que no existen enteros positivos x e y tales
que los niimeros x? 4y + 2 y y? 4 4x sean ambos cuadrados
perfectos.

(Reduccién al absurdo.) Como y > 0, se tiene x> +y +2 > x2. Sj
fuese x? + y + 2 = [, entonces

Py +2>(x+1)P2=x*+2x+1 = y>2x—1.
Como x > 0, se tiene y? +4x > y2. Si fuese y? 4 4x = [, entonces
V24ax>(y+1)72%=y>+2y+1 =— 2y <d4x—1.

Se sigue que 4x — 2 <2y <4x — 1, luego y = 2x — 1. Como
suponemos que y2 + 4x = [0 = k? con k entero, se tiene

k2 = (2x —1)® + 4x = 4x* + 1.
Pero de aqui se sigue que (2x)? < k? < (2x + 1)2, que es una

contradiccion.
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Problema 122 Los vértices de una hoja cuadrada de papel son A,
B, C y D en orden ciclico. Se hace un doblez rectilineo en la hoja,
de modo que el vértice D se lleva a coincidir con un punto D' del
lado BC. Sea A’ el punto que corresponde al vértice A tras el
plegado, y E el punto de interseccién de los segmentos AB y A'D’.
Sea r el radio de la circunferencia inscrita en el ANEBD’. Probar
quer =AE.
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Problema 122 Los vértices de una hoja cuadrada de papel son A,
B, C y D en orden ciclico. Se hace un doblez rectilineo en la hoja,
de modo que el vértice D se lleva a coincidir con un punto D' del
lado BC. Sea A’ el punto que corresponde al vértice A tras el
plegado, y E el punto de interseccién de los segmentos AB y A'D’.
Sea r el radio de la circunferencia inscrita en el ANEBD'. Probar
quer = AE.

Denotemos por a la longitud del lado del cuadrado.

A

D * L 9
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La distancia de D’ a la recta AD es a. Luego la distancia de D a
ED’ es también a. Se sigue que D es el centro de una de las
circunferencias exinscritas al AEBD’. Como las longitudes de las
dos tangentes trazadas a una circunferencia por un mismo punto
son iguales, el perimetro del AEBD’ es 2 - CD = 2a. Finalmente,
en el tridngulo rectdngulo EBD’ se verifica

1
r= §(BE + BD' — ED'),
es decir,

1 1
r=3(BE+BD'+ED'~2-ED') = (2a~2-ED) = a—ED' = A'E.
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Problema 123 Sea P(x) = x3 — 3x + 1. Encuentra el polinomio Q
cuyas raices son las quintas potencias de las raices de P.
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Problema 123 Sea P(x) = x3 — 3x + 1. Encuentra el polinomio Q
cuyas raices son las quintas potencias de las raices de P.

Solucion 1.

Supongamos que a es una raiz de P. Entonces —1 = a° — 3a.
Elevando esta igualdad a la 5% potencia y usdndola sucesivamente
en las cuentas, resulta

a>(a® — )

a®(a'% — 3° — 152%(a%* - 3)(a* — 322 +9))
a° (alo —3°+15(a° - 3(a° - 3a))>

= a°(a'? — 3° +15(a° + 3)).

Sea a® = b, entonces
b® + 156> —198b+ 1 = 0,

luego Q(x) = x3 + 15x% — 198x + 1.
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Solucién 2.
Sean a, by c las raices de P. Las relaciones de Cardano dan

a+b+c=0, ab+ bc + ca= -3, abc = —1.
Y el polinomio @ sera
Q(x)=x3— (8 4+ b + )X + (a°b° + b°c® + °a°)x — a°b°C°.
El término independiente es —a®b°c® = —(—1)° = 1. Para los

otros dos coefientes iremos calculando los valores de las sucesivas
expresiones s, = 3" + b" + ¢c":

so =3, sit=a+b+c=0, sy = s? —2(ab+ bc+ca) = 6;
aplicando las ecuciones P(a) = P(b) = P(c) = 0 se sigue, para
n > 3, la recurrencia

Sn = 3Sp-2 — Sp-3 )
luego

s3 = —3, sq = 18, ss = —15b;
asi que el coeficiente de x2 en Q es 15.
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Para encontrar el coeficiente de x podemos usar la identidad

1
b’ + b°c® + c°a® = §(s§ — 510)-

Del célculo sucesivo
s = b7, s7 = —63, sg = 186, s10 = 3sg — s7 = 621,
resulta entonces
a’b® + b°c® + c*a® = %(552 — s10) = —198.

Luego Q(x) = x3 + 15x% — 198x + 1.
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Problema 124 Consideremos el siguiente triangulo numérico,
donde cada nimero es la suma de tres niimeros de la fila previa: el
nimero que tiene justo encima y los nimeros que estan
inmediatamente a derecha e izquierda de ese niimero de encima. Si
en una o mas de estas posiciones no hay ningtin nimero, se
considea que hay un 0. Probar que, desde la tercera fila en
adelante, cada fila contiene al menos un niimero par.

SN =
~N W= =
SN~
w =
—_
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filan=20 1

filan=1 1 1 1

filan=2 1 2 3 2 1
filan=3 1 3 6 7 6 3 1
filan=4 1 4 10 16 19 16 10 4 1

filan=5 1 5 15 30 45 51 45 30 15 5 1

Llamemos U,, A,, B,y C,, respectivamente, a los niimeros que
ocupan los lugares primero, segundo, tercero y cuarto de la fila
n-ésima del triangulo.
Se tiene

U,=04+0+1=1 paran=(0,)1,2,...

Por induccién, yaque Ay, =04+14+0=1y A, =04+1+ A1,
resulta

A,=n paran=12 ...,
de manera que en las filas “pares” n = 2k, al menos el nimero
Ap = 2k es par.
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Para n=1,2,... se tiene
B,:=1,3,6,10,15,21, 28, 36, ...

Por induccién, yaque Bi=14+0+0=1y
B,=1+A,_1+ B,_1, resulta
n(n+1)

Bp=1+2+...4n=—""—,

de manera que en las filas “impares” de tipo “miltiplo de 4 mas 3"
n =4k + 3, al menos el nimero B, = 2(k + 1)(4k + 3) es par.
Para n=1,2,... se tiene

C,:=0,2,7,16,30,50,77, 62,106, 160, 225, . ..

Por induccién, yaque GG =14+1+0=2y

Ch=An-1+ Br—1+ Ch_1, resulta

n—1)n(n+4)
5 :

C,,:(
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De manera que en las filas “impares” de tipo “mdltiplo de 4 mas
1" n=4k + 1, al menos el ndimero C,, = w es par (de
los tres nimeros 4k, 4k 4+ 1, 4k + 5, uno de ellos va a ser siempre
mdltiplo de 3, pues 4k +5 = 4k + 2 (mdd 3), y el ndmero 2k es
par).
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